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第 1 章 事件的概率  
组合公式  

由  知

由  知

特别地, 当  时,

第一式还可以写作下式, 并可以从直观上理解.

此外还有下式, 也可以从直观上理解.

多项式系数： .

利用第一式 (杨辉恒等式) 数归得第二式 (或直观理解)

由负指数二项展开式  知

原式两边求导, 并令 , 得

3

af://n4
af://n5


Stirling 数, 拆分数, 装箱问题, Burnside 定理与 Polya 定理

事件的运算  
记号

.

.

.

加法

交换律： .

结合律： .

于是可定义 . 

自加： .

乘法

交换律： .

结合律： .

于是可定义 . 

自乘： .

分配律

加法与乘法： .

减法与乘法： .

本质为 , 这个式子在推导中是有用的.

乘法与加法： .

乘法与减法： .

减法

.

.

.

无消去律

.

.

注: .

混合运算

. (因为减法本质上是乘法)

因此  没有意义, 除非定义运算顺序或优先级.

.

.

负号 (补集)

.

.
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.

理论上可以这么写, 实际上用  的符号会更方便.

互斥

 与  互斥 . 

 与  均与  互斥 .

当且仅当  时, 可由此推出 .

 与  互斥  与  互斥 .

对立

 与  对立  且 .

.

.

条件概率

定义： .

全概率公式：若两两互斥的  之交为必然事件, 则 .

贝叶斯公式:

.

.

几率

定义： .

贝叶斯公式： .

贝叶斯因子： , 故 .

促进作用的性质

具有对称性：  促进 , 则  促进 , 即

.

不具有传递性：  促进  且  促进  不能推出  促进 , 即

.

若  和  都促进 , 则  一定促进 , 但  和  不一定促进 , 即

.

若  促进 , 则  抑制 ,  抑制 ,  促进 , 即

.

.

独立

 与  独立 . ( )

两两独立: .

相互独立: .

相互独立  两两独立, 反之不一定成立.

独立事件的任一部分也独立.
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若  独立,  或 , 则  也独立.

独立事件的概率

乘法： .

加法： .

实例:

运算定理

加法定理 (并集)： .

减法定理 (差集)： .

乘法定理 (交集)：  与  独立.

加法推论 (补集)：  恒成立.

表为互斥事件

.

.

.

设 , 则 .

.

.

综合应用

,

即 .

.

容斥原理

, 或 .

.

.

恒等式

化简含括号的运算

.

.

.

.

有用的概率恒等式

, 或 .

. (利用减法定理)

.

.

例题

6



欧拉装错信封： .

先胜  局者为胜, 甲  胜  负, 则甲胜的概率为： .

设  个独立事件  的概率分别为 , 记 , 则

 都不发生的概率小于 .

 中至少发生  个的概率小于 .

蒲丰投针问题： .

概率的公理化定义

1. 非负性.

2. 规范性.

3. 可列可加性.

定理 1 独立事件的交与并

若  和  均与  独立, 则  与  独立   与  独立.

证明

法一

1. 必要性

2. 充分性

法二

1. 必要性

2. 充分性

推论 增加互斥条件的充分条件
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若  和  均与  独立, 且  与  互斥, 则  与  均与  独立.

定理 2 相互独立的充要条件

设 , 则  是事件  相互独立的充要条件.

证明

1. 必要性

2. 充分性
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第 2 章 随机变量及概率分布  
2.1 一维随机变量  
建议使用常见且最不容易混淆的词语 (已用黑体标出):

离散型随机变量

概率分布律, 或概率分布, 或概率律, 或分布律.

Law of Probability Distribution.

分布列, 分布表.

Probability Distribution.

类比数列的列表法.

适用于一维或二维.

概率质量函数, 或概率函数.

pmf, Probability Mass Function.

类比数列的通项公式.

取值即概率.

累积分布函数 , 或分布函数, 或累积函数.

CDF, Cumulative Distribution Function.

单调, 有界, 右连续.

连续型随机变量

概率密度函数, 或概率函数, 或密度函数.

pdf, Probability Density Function.

取值非负, 与 x 轴围成面积为 1.

定积分后为概率.

累积分布函数, 或分布函数, 或累积函数.

CDF, Cumulative Density Function.

单调, 有界, 处处连续.

互补累积分布函数, 或生存函数 (Survival Function),

或残存函数 (Survivor Function), 或可靠性函数 (Reliable Function)

CCDF, Complementary Cumulative Distribution Function.

此外, 各分布的定义在不同资料上可能不同, 请注意区分. 

常见分布更详细的信息请见笔记附录 (源代码, PDF, 或HTML)

2.1.1 离散型随机变量  

1 二项分布  

.

理解: 事件发生的概率为 , 则重复  次试验, 事件发生的次数为 .

概率分布： .

最可能数： .
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2 泊松分布  

.

理解: 单位时间内事件平均发生  次, 则某一段单位时间内发生的次数为 .

概率分布： .

当二项分布满足  时, 用泊松分布近似效果较好.

3 超几何分布  

.

理解:  件产品中有  件次品, 从总体中抽  件时次品的数量 .

概率分布： .

4 负二项分布  

.

理解: 合格率为 , 抽取到  个合格产品时, 抽到的不合格产品的个数 .

概率分布： .

5 几何分布  

.

理解: 合格率为 , 抽取到第一个合格产品时, 抽到的不合格产品的个数 .

概率分布： .

几何分布具有无记忆性.

5' 几何分布  

.

理解: 合格率为 , 抽取到第一个合格产品时, 抽到的总产品的个数 .

概率分布: .

几何分布具有无记忆性.

 

2.1.2 连续型随机变量  

1 正态分布  

.

概率密度函数： .

标准正态分布： .

 原则：0.6826，09544，9.9974.

上  分位数： .
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2 指数分布  

.

概率密度函数：

分布函数：

指数分布具有无记忆性，即 .

3 威布尔分布  

概率密度函数：

分布函数：

4 均匀分布  

.

概率密度函数：
或

分布函数：

5 对数正态分布  

.

概率密度函数：

6 柯西分布  

.

概率密度函数： .

7 拉普拉斯分布  

.

概率密度函数: .

 

2.2 多维随机变量  

2.2.1 离散性随机向量  

1 多项分布  

.

多项分布的边缘分布是二项分布.
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.

2.2.2 连续型随机向量  

1 矩形均匀分布  

2 二维正态分布  

.

当且仅当  时,  和  独立.

其它性质

二维正态分布的边缘分布是正态分布.

二维正态分布的条件分布是正态分布.

若 , 则给定  时  的条件分布为

二维正态分布的边缘分布的和仍为正态分布

若 , 则 .

独立的正态分布的联合分布是正态分布.

正态分布的联合分布不一定是二维正态分布.

相互独立的正态分布的和仍为正态分布

若 , 则 .

若  服从正态分布,  独立, 则  也是正态分布. ⭐  

3 多元正态分布  

设  为  元随机变量, 令

其中  为协方差矩阵. 如果  的概率密度函数为

则称  是参数为  的  元正态变量.

其它性质

n 维正态分布的边缘分布是正态分布.

n 维正态分布的条件分布是正态分布.

n 维正态分布的边缘分布的和是正态分布.

n 维随机变量  服从 n 维正态分布的充要条件是:

若  都是 n 维正态分布分量  的线性函数, 则  服从 m 维正态分布.
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n 维正态分布各分量相互对立充要条件是它们两两不相关.

2.2.3 边缘分布  

1 概念解释  

随机向量的分布可以决定其任一分量的边缘分布, 但反之不亦然.

随机向量也叫作其边缘分布的 联合分布.

类似的有二维的边缘分布.

2 多项分布  

 关于  的边缘分布为 .

3 二维正态分布  

 关于  和  的边缘分布分别是  和 .

 

2.3 条件概率分布与随机变量的独立性  

2.3.1 条件概率分布的概念  

2.3.2 离散性随机变量的条件概率分布  

1 多项分布

在给定  的条件下,  的条件分布为 .

2.3.3 连续性随机变量的条件概率分布  

正态变量的条件分布仍为正态. 正态分布条件分布的中心位置是

2.3.4 随机变量的独立性  

两个变量的独立 .

定义 3.1 连续型随机变量的相互独立 (独立)

 相互独立 (独立) .

定理 3.1

连续变量独立  对应的事件独立.

定理 3.2

若连续型随机向量  的概率密度函数 , 则 
 相互独立, 且 .
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定理 3.3

若  相互独立,

则  和  独立.

定义 3.2 离散性随机变量的相互独立

 相互独立 (独立) 等价于

：

示性函数

当事件 发生时

当事件 不发生时

2.4 随机变量的函数的概率分布  

2.4.1 离散性分布  

1. 多项分布 .

2. 二项分布 .

3. 泊松分布 .

2.4.2 连续型分布  

1 单变量函数  

1.1 严格单调  

若  有密度函数 ,  且该函数严格单调, 令 , 则  的概率密度函数为

.

若 , 则 .

1.2 幂函数  

若  有密度函数 , , 其中  为偶数, 则  的概率密度函数为

是偶数

若 , 则  的密度函数为 

2 多变量函数  

以两个为例, 多变量是类似的.

则雅可比行列式为
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概率密度函数

2.4.3 随机变量和的密度函数  

设  的联合密度函数为 , 则  的密度函数为

法一：固定  后积分得分布函数, 再对  求导得上式.

法二：补充 , 利用 2.4.2.2

二维正态分布的边缘分布的和仍为正态分布

若 , 则 .

相互独立的正态分布的和仍为正态分布

若 , 则 .

若  服从正态分布,  独立, 则  也是正态分布.

自由度为  的皮尔逊卡方密度与 卡方分布 

若  相互独立, 且有公共分布  (独立同分布 iid), 则 .

若  与  独立, 则 .

若  相互独立, 且都服从指数分布 , 则 .

.

.

.

.

注意到方差是均值的两倍，可以以此检验是否为卡方分布. 🌙 

2.4.4 随机变量商的密度函数  

设  的联合密度函数为 , 则  的密度函数为

法一：固定  后积分得分布函数, 再对  求导得上式.

法二：补充 , 利用 2.4.2.2
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设  独立, , 则  的概率函数为

称为自由度为  的  分布.

.

.

设  独立, , 则  的概率密度函数为

称为自由度为  的  分布.

.

.

2.4.5 多个随机变量的排序  

1 独立同分布的最值  

若  独立同分布, 且有分布函数  和密度函数 , 则

2 两项最值联合分布  

设独立随机变量  和  的分布函数分别为  和 , 则最小值与最大值的联合分布函数为

证明

当  时, . 以下均假设 .

法一：分类讨论

法二：条件概率
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法三：密度函数

备注 

本题十分经典，证明过程比结果更加重要；建议这些方法自己都手算一遍，确保真正理解。

第一种方法最为直观，但是难以处理更加复杂的问题；第二种方法技巧性比较强，但利用条件概率或者全概率的思路最为通用；

第三种方法比较典型，但是很多时候我们是不知道密度函数的。

其中第三种方法可以作为已知联合密度、求联合分布的例题。联合分布在计算时，利用图像要比纯粹的代数更容易求解；而且利

用示性函数简化表达式，可以让思路更加清晰。

3 次序统计量的分布  

将独立同分布  的随机变量  重排为

则  称为顺序统计量.

性质 1 次序统计量是充分统计量, 即在次序统计量下的条件分布与总体分布无关.

性质 2  的密度函数为

性质 3  的联合分布密度函数为

 

注意事项  
概率密度函数在某点的取值必为 0, 如果非零, 则不存在这样的概率密度函数. 即混合型随机变量没有概率密度函数.

计算随机变量的函数的概率分布时，注意单调性, 值域和值域是否重叠.
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第 3 章 随机变量的数字特征  
3.1 数学期望与中位数  

3.1.1 数学期望的定义  

3.1.2 数学期望的性质  

基本性质

随机变量之和的期望

独立的随机变量之积的期望

随机变量函数的期望

或 若求和或极限存在

期望的导数 (以下期望是对于  而言的).

用分布函数计算期望

🌙 设随机变量  只取非负值, 其分布函数为 , 则在以下两种情况下都有

1.  为连续型, 有概率密度函数 .

2.  为离散型, 有分布 .

证明

注 上式对任何非负随机变量都成立, 但证明超出初等方法.

期望的不等式

若  独立同分布且只取正值, 则

1. .

2. .

证明 (1) 式由施瓦茨不等式  即得, (2) 式由 (1) 式即得.
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期望的等式

若  独立同分布且只取正值, 则

3.1.3 条件数学期望 (条件均值)  

条件期望  称为  对  的回归函数.

期望等于条件期望的期望

3.1.4 中位数  

中位数总是存在, 均值则不然.

中位数可以不唯一 (有无穷多个).

, 其中  为中位数.

3.2 方差与矩  

3.2.1 方差和标准差  

符号说明 .

基本性质

1. .

2. .

3. 独立随机变量： .

注意 比较 , 而独立同分布时 .

其它性质

1. .

由此可知 , 当且仅当  时取等.

注: 令  即得基本性质 (1) 式.

2. 若 , 则 .

证明: 令 , 则 .

3.2.2 原点矩与中心矩  

矩又被称为动差 (Moment).

定义

1.  关于  点的  阶矩： .

2.  阶原点矩： .
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3.  阶中心距： .

特例

1. .

2. .

关系

性质

1. .

2. 独立随机变量: .

3. .

3.2.3 基于矩的系数  

偏度系数 .

峰度系数 .

正态分布  的峰度系数为 ，故有时定义峰度系数为 .

变异系数 .

备注

也称为标准差系数, 标准离差率 或 单位风险.

有时使用记号 .

优缺点

无量纲参数, 用于比较两组数据的离散程度.

当期望接近 0 时, 变异系数的精确度会下降.

编译系数无法发展处类似均值的置信区间的工具.

3.3 协方差与相关系数  

3.3.1 协方差  

基本性质

1. .

2. .

3. .

4. .

5. . ⭐  
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6.  . ⭐ 

7. .

8. 若  独立，则 .

9. ，且当且仅当  时取等.

施瓦茨不等式 , 当且仅当具有线性关系即  时取等.

由  的判别式小于零即得.

于是 .

协方差矩阵 设  维随机变量  中  与  的协方差都存在, 且记作 
, 则协方差矩阵为

其中 . 多元正态分布中的应用 

3.3.2 相关系数  

符号说明 .

基本性质

1. .

相关系数也可以记作

2. .

相关系数矩阵是对称阵.

3. .

相关系数不受单位影响.

4. 若  独立，则 .

若  则称  与  不相关.

5. ，且当且仅当  和  有严格线性关系时取等.

相关系数又称为线性相关系数.

6. .

7. 最小二乘及其均方误差.

由最上式
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二维正态分布

若 ，则

1. 即使允许用任何函数  逼近 ，则所得到的最佳逼近仍是 ，故只需考虑线性逼近已足够.

2. 对于二维正态分布, ，即  可推出二者独立.

3.4 大数定理和中心极限定理  

3.4.1 大数定理  

依概率收敛 .

. (其中  可为向量)

马尔科夫不等式 若  为只取非负值的随机变量，则对 ，有

切比雪夫不等式 若  存在，则

切比雪夫不等式在参数估计的相合性判断中的应用.

弱大数定理 设  是独立同分布的随机变量，记它们的公共均值为 ，方差存在并记为 ，则对 ，有

强大数定理 同上条件,

伯努利大数定理 即大数定理的特例（频率收敛于概率）

大数定理中无需假定  的方差存在也可以证明 (即 辛钦大数定理)，不必同分布，甚至可以不独立.

3.4.2 中心极限定理  

应用 

林德伯格—莱维定理 设  为独立同分布的随机变量， ，则对任

何实数 ，有

因此, 任何独立同分布的大量随机变量之和近似服从正态分布.

误区: 变量本身的分布并未改变. 可以将大量随机变量分为若干组大量随机变量, 分别计算其和, 并验证其符合正态分布. 这个
性质可用于参数估计等, 但不可用于检验随机变量的值是否被篡改.

棣莫弗—拉普拉斯定理 上式的特例，当  时，对任何实数 ，有
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或者说, 若随机变量 , 则对任何实数 , 有

估值公式

其中 ，或修正为

3.5 母函数  

3.5.1 母函数的定义  

整值随机变量 即只取非负整值的随机变量.

若整值随机变量的概率分布为 , 则其 母函数 为

 收敛且为 1 (而不是书中说的因为某种方式的计算结果为 1 而收敛), 且  绝对收敛, 故  至少在  上
绝对收敛.

3.5.2 常见分布的母函数  

对于 , 有

对于 , 有

对于 , 有

3.5.3 母函数的性质  

.

.

. (前者下标表示下降阶乘幂, 后者上标表示高阶导数)

.
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若  的  阶矩存在, 则有

.

.

.

.

.

3.5.4 母函数的定理  

对于可数集合  及其大小函数 , 简记 , 定义

加法定理 如果  与  互斥, 则其无交并的母函数为 .

或者说, 若满足 (或定义) 了

1. .

2. .

3. .

则有 .

乘法定理 如果有 , 则有 .

序列构造 若 , 则有形式幂级数 .

设整值随机变量  和  相互独立, 且母函数分别为 , 则  
的母函数为

若 n 个整值随机变量独立同分布, 则 .

由上, 若非负整值随机变量  独立同分布 , 则有

3.6 特征函数  

3.6.1 特征函数的定义  

设  为实随机变量, 则称  为 复随机变量.

设  是实随机变量, 则  的 (一维) 特征函数 为
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连续型随机变量

离散性随机变量

连续型随机变量

离散性随机变量

上述级数与广义积分绝对收敛.

3.6.2 常见分布的特征函数  

常见分布 特征函数

3.6.3 特征函数的性质  

1. .

2. .

3. .

4.  在  上一致连续.

5. 

6. 如果  的  阶原点矩存在, 则它的特征函数 的  阶导数存在, 且

7. 若  的特征函数为 , 且 , 则

8. 如果  和  相互独立, 且特征函数分别为 , 则  的特征函数为

9. 如果两个随机变量有相同的特征函数, 那么它们具有相同的概率分布, 反之亦然.

类似的, 由性质 6 可得到  阶原点矩.
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3.7 矩量母函数  
矩量母函数又称动差生成函数 (MGF, Moment, Generating Function).

3.7.1 相关定义  

对于任意随机变量 , 若下述求数学期望存在, 即求和或积分存在, 则矩量母函数 (mgf) 为

离散性随机变量

连续性随机变量

其对数称为 累积量生成函数

3.7.2 常见分布的矩量母函数  

常见分布 矩量母函数

3.7.3 矩量母函数的性质  

1. 矩量性质

2. 求随机变量的原点矩

1. .

2. .

3. 双边 Laplace 变换 .

4. 无论概率密度函数是否连续, 都有

5. 如果两个随机变量具有相同的矩量母函数, 则它们具有相同的概率分布; 反之亦然.

6. 如果  和  相互独立, 且矩量母函数分别为  和 , 则  的矩量母函数为
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例题  

1. 分鞋问题

将  分为若干个同分布但不相互独立  相加, 则 .

由于不独立, 不可单独计算方差后相加, 但可以利用 .

2. 装盒问题

将  个球随机地放入  个盒子中, 以  记空盒个数,

设恰有  个空盒的概率为 , 均值记为 , 则
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